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­�®�¯¬°q®N±q®N²-³+®^´�µ^¶·®N²-³�¶·¸A¯º¹·®N¸»®N²-³�¼ ³e¶·½�²C±�½ ¾�³�¿º®!À¬¼c¹·¼�²¬µ^®JÁ
¼c²¬ÂºÁL³�°qÃ¬²CµJ¼ ³q®Ä¸»½ºÂº®J¹0°e®}Â¬Ã¬µJ³e¶·½�²+³q®Nµo¿¬²º¶�Å�Ãº®Æ¾�½-°�¹�¼c°qÇc®JÁD±�µJ¼c¹u®
±eÈº±q³e®}¸»±NÉËÊÌ¿º®ÎÍ ®NÈÏ½�ÀC±e®}°eÐg¼ ³q¶u½-²Ï³�¿¬¼ ³�Âº¶�±q³e¶�²ºÇ�Ãº¶�±�¿º®N±A½-Ã¬°
¼c¯¬¯C°e½-¼cµo¿Ë¶�±'³q¿¬¼c³	Ñ�°eÈ�¹·½gÐË±qÃ¬ÀC±q¯¬¼�µ^®_¸»®J³�¿º½ºÂ¬±=Ò�Ó7°q²º½�¹·Â¬¶
¼c²¬ÂÕÔX¼�²¬µ^ÖN½�±J×�Âº¶�°e®}µ^³e¹·ÈØÈ�¶u®N¹·ÂÙ¼c¯¬¯C°e½�Úº¶�¸»¼c³e®Û¹·½gÜRÁ�°q¼�²¬Í
±qÅ�Ã¬¼�°e®�°e½�½�³q±�Ý.½c¾ ³q¿º®Ë±qÈº±e³q®N¸ßÞà°�¼c¸»¶·¼�²¬±Ná�³�¿º®ËÀ¬¼ ¹�¼c²¬µ^Á
¶·²¬Ç:³q°�¼c²C±s¾�½-°q¸A¼ ³q¶u½-²+µJ¼�²+³q¿º®}² Ài®7µJ½�²¬±q³q°�Ã¬µ^³q®NÂA¾â°q½�¸ã³�¿º®N±q®
±qÅ�Ã¬¼�°e®+°q½�½c³q±Nä�½-À-Ð-¶�¼ ³q¶·²¬Ç	³q¿º® ²¬®J®NÂ�¾�½-°�±q½c¹·Ð-¶�²ºÇÎ¼�²�È�Ô�È-¼gÁ
¯¬Ã¬²º½gÐA®}Å-ÃC¼ ³e¶·½�²C±JÉ{ås² ¼�Â¬Âº¶·³e¶·½�²lä�³q¿¬®7½-°qÂº®}°V½c¾�³q¿º®"°q®NÂ¬Ã¬µJ®NÂ
¸»½�Â¬®J¹C¶�±V²º½�³?æ¬Úº®NÂÎçÆèiéoêâë éoê?¼c±?ÜÌ¶·³q¿�±q½�¸»®Ì®JÚ�¶�±q³e¶�²ºÇ�¸»®J³q¿ºÁ
½ºÂ¬±Jä-À¬Ãº³V¶�±�Â¬®J³e®}°q¸»¶�²º®NÂì¾â°q½�¸í³q¿º®7¯¬°e½-Àº¹·®N¸îÂC¼ ³q¼CÉXïàÃ¬¸»®N°eÁ
¶·µN¼ ¹l±q¶·¸ìÃº¹·¼c³e¶·½�²¬±�±�¿º½gÜ%³q¿C¼ ³�½�Ã¬°R¼c¯C¯¬°e½-¼cµo¿+¯i®N°e¾�½�°�¸A±TÐ�®N°qÈ
ÜT®N¹u¹P½gÐ�®N°Ä¼ð°�¼c²ºÇ�®:½ ¾�®^Ú¬¼c¸A¯º¹·®N±Näl¼c²¬Â!½ ñ0®N°�±"µ^½�²C±e¶�Âº®N°�¼cÀ¬¹u®
±q¼�Ð�¶�²ºÇ�±�¶�²'¯¬°q¼�µ^³q¶·µJ®cÉ
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ÓÄ±ì®N²ºÇ�¶·²¬®J®N°q¶�²ºÇ!±qÈ�±q³e®}¸A±ìÀi®NµJ½�¸»®�¸»½�°q® ¼�²¬Â.¸»½�°q® µJ½�¸ìÁ
¯º¹·®^Úläi±q½ Âº½+³�¿º®ì¸A¼ ³�¿º®N¸A¼c³e¶�µJ¼ ¹{¸»½�Â¬®J¹�±ÄÂº®}±qµN°e¶�Àº¶�²ºÇ+³q¿º®}¸ðÉ
ÊÌ¿º¶�±Ì¶·±Ä³q°�Ãº®cäC¾�½�°Ì¶�²¬±q³q¼�²¬µ^®�äCÜÆ¿º®}²	¼c²ð®N²ºÇ�¶·²¬®J®N°q¶�²ºÇ�±eÈº±q³e®}¸
¶·±à¸»½ºÂº®J¹·®NÂÎ¼�±Ä¼�²	¶·²-³q®N°�µ^½�²C²º®NµJ³e¶·½�²'½ ¾�¼ ¹·¼�°eÇ�®:²�Ã¬¸:Ài®N°Ä½ ¾
±qÃCÀ�ÁD±qÈº±e³q®N¸A±NäX¼c±"ÜÌ¶·³q¿=ù7ÔPú-å,µJ¶·°�µJÃº¶·³�¸»½ºÂº®J¹�±JáP³�¿º® °q®N±�Ãº¹u³eÁ
¶·²¬Ç ¸»½�Â¬®J¹�½c¾?³q¿º®ì½gÐc®N°�¼ ¹·¹H±qÈ�±q³e®}¸�µN¼c²ð¶�²�Ð�½c¹·Ðc®,³�¿º½�Ã¬±�¼c²CÂ¬±
½ ¾0Ðg¼c°q¶·¼�Àº¹u®}±JÉ{ÊÌ¿º®Ä¼�²¬¼ ¹·Èº±e¶�±?¼c²¬ÂAÂº®}±e¶·Ç�²»½c¾F¹�¼c°qÇc®JÁD±�µJ¼c¹u®R±eÈº±eÁ
³e®}¸»±7µJ¼�²	±e³�°e®N³qµo¿'³q¿¬®�¹u¶�¸»¶u³�±Ä½c¾Vµ^½�¸A¯¬Ã¬³e¶�²ºÇ °q®N±q½�Ã¬°�µ^®}±JÉRÓ
±e³�¼c²¬ÂC¼c°�Â	¯¬°q¼�µ^³q¶·µJ®,³q¿¬¼c³7¼cÂCÂ¬°e®}±q±q®N±Ä±qÃ¬µo¿Î¶·±�±qÃ¬®N±Æ¶�±Æ³�¿¬¼ ³7½ ¾
¸»½�Â¬®J¹�°q®NÂ¬ÃCµ^³e¶·½�²HÉ�ûàÃ¬°"½�À�üs®}µ^³q¶uÐ�®»¶�±,³q½Î¯¬°e®}±e®}²-³à®J´�µ^¶·®N²-³
¼ ¹·Çc½-°e¶·³q¿¬¸A±P¾�½-°?³q¿¬®7¸»½ºÂº®J¹F°e®}Â¬Ã¬µ^³q¶u½-²A½ ¾l¹�¼c°qÇc®^Á�±�µJ¼ ¹·®�¹u¶�²º®N¼�°
³e¶�¸»®^ÁD¶·²-Ðg¼c°q¶·¼�²-³7Ò�Ô¬ÊRåw×T±e³�¼ ³q®^Á�±q¯¬¼�µ^®"¸»½�Â¬®J¹�±JÉ
ý	½ºÂº®J¹F°e®}Â¬Ã¬µJ³e¶·½�²»½ ¾lÔ¬ÊRå?±eÈº±q³e®}¸»±V¶·±V¼�ÜT®N¹u¹uÁD±q³qÃCÂº¶u®}Â»³e½�¯¬¶·µcÉ
ûà²º®_¼c¯¬¯C°e½-¼cµo¿Ë¶�±'³e½�®^Ú¬¯¬¼�²¬Â�³q¿º®=³q°�¼c²C±s¾�®}° ¾âÃC²¬µ^³q¶u½-²[¼�±
¼Ë¯C½gÜ�®N°!±e®}°e¶·®N±Î¼�°e½-Ã¬²¬Â[¼%±�Ãº¶u³�¼cÀº¹·®.¯i½c¶�²-³Î¶·²&³�¿º®.µJ½�¸ìÁ
¯º¹·®^Úí¯º¹�¼c²¬®cä�¼c²CÂí½-Àº³q¼c¶·²ã¼[¹u½gÜ�®N°�½�°�Âº®}°�¸»½ºÂº®N¹�ÜÆ¿º½�±q®
¯C½gÜ�®N°Ë±q®N°q¶·®N±%µJ½-®J´�µ^¶·®N²-³q±%¸A¼c³qµo¿þ³q¿¬®�æi°�±e³�¾�®NÜ�½-°e¶·Çc¶uÁ
²¬¼ ¹ÆµJ½�®^´�µ^¶·®N²-³q±'ÒNÿq¸»½�¸»®}²�³eÁD¸A¼c³qµo¿º¶�²ºÇ��¬×qÉ�ÓþÜT®N¹u¹uÁDÍ�²º½gÜÆ²
®^Ú¬¼c¸A¯º¹·® ½c¾.±qÃ¬µo¿ ¼c² ¼�¯¬¯¬°q½�¼cµo¿ ¶�±��V¼�Â��® ¼�¯¬¯¬°q½�Ú�¶�¸A¼gÁ���
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³q¶u½-²1m nTïho�p�äkq.q.osrºäFÞ,Þ(tuo�vGwLÉRÓÄ²¬½c³q¿¬®N°Ä¸»½ºÂº®N¹nÁ�°e®}Â¬Ã¬µJ³e¶·½�²
¼�¯¬¯¬°q½�¼�µo¿!¶�²-Ðc½c¹·Ðc®}±"¯¬°e½cüs®NµJ³e¶�²ºÇ'³q¿º®�±q³q¼c³e®�±�¯¬¼cµJ®»½-²-³e½	³q¿¬®
¯C°e¶�²¬µ^¶�¯¬¼c¹ìµ^½-²-³q°q½c¹·¹·¼�Àº¹u®_±�Ã¬À¬±�¯¬¼cµJ®cä,½-°'³q¿º®.¯C°e¶�²¬µ^¶�¯¬¼c¹:½�ÀºÁ
±q®N°qÐg¼cÀº¹·®&±qÃ¬ÀC±q¯¬¼�µ^®xm qF°e®2oGyºä�Þ,Þho[z-ä Þ7ï(oGo�wLÉ ú-½�¸»®[½ ¾
³�¿º®N±q®�¼�¯¬¯¬°q½�¼�µo¿º®N±ÏÃC±e®%Ñ�°qÈ�¹u½gÐã±qÃCÀ¬±q¯C¼cµ^®�µ^½�¸A¯¬Ã¬³q¼ ³q¶u½-²
³q®Nµo¿¬²¬¶·Å�Ãº®}±JäìÜÆ¿º¶·µo¿î¼c°q®ÏÜT®N¹u¹uÁ�µ^½�²CÂº¶u³q¶u½-²º®NÂHä:°e®}Å�Ãº¶·°q®_½�²¬¹uÈ
¸A¼c³q°q¶nÚ�ÁDÐc®NµJ³e½-° ¸:Ã¬¹u³q¶·¯º¹·¶�µJ¼ ³q¶u½-²¬±Nä7¼c²CÂ%¼c°q®Î³q¿¬®N°q®^¾�½�°q®�¯C¼c°eÁ
³q¶·µNÃº¹�¼c°q¹uÈ=Ã¬±q®^¾âÃº¹T¾�½�°,¹�¼c°qÇc®JÁD±�µJ¼c¹u®+±qÈº±e³q®N¸A±JÉ	Ó ³q¿º¶�°qÂ=³q®Nµo¿�Á
²¬¶·Å�Ãº®�äà½-²º®�³q¿¬¼c³ðÃ¬²CÂº®N°q¹u¶·®N±ð³�¿º®_¼c¯¬¯¬°q½�¼�µo¿%¯¬°q®N±q®N²-³e®}Â%¶�²
³�¿º¶�±V¯¬¼c¯i®N°Näc¶�±P³q¿¬®ÆÀ¬¼ ¹�¼c²¬µJ®^Á�¼c²¬ÂºÁL³�°qÃ¬²CµJ¼ ³q®�¸»®N³q¿º½ºÂðÒ�±q®J®R¾�½-°
®JÚ¬¼c¸A¯º¹·®cäWm ýÎ½-½syb{�wL×qÉÏÊÌ¿¬®�¶�Âº®N¼�¿º®}°e®�¶·±»³e½�æi²¬Â ¼�±q³q¼c³e®JÁ
±�¯¬¼�µ^®Æµ^½�½-°qÂº¶�²¬¼c³e®Ì³q°�¼c²C±s¾�½-°q¸A¼ ³q¶u½-²:¶�²AÜÆ¿º¶�µo¿»³q¿º®Æ¶�²¬¯¬Ã¬³sÁD³e½ Á
±q³q¼c³e®»¸»¼�¯Î¼c²CÂ	³q¿º®»±e³�¼ ³q®^ÁD³e½ ÁD½�Ã¬³q¯¬Ãº³7¸»¼�¯Î¼c°q®Îÿ�¼ ¹·¶uÇ-²º®NÂb�CÉ
ÊÌ¿�Ã¬±NäÄ³�¿º®=±e³�¼ ³e®JÁLÐg¼�°e¶�¼cÀº¹·®N± ³q¿¬¼c³�¼�°e®�²º½c³�®N¼c±qÈ�³e½�°e®}¼cµo¿
¼�²¬ÂÎ²º½�³Ä®}¼c±q¶u¹·È'½�À¬±q®N°qÐc®}ÂðµN¼c²ÎÀi®:½-¸»¶u³q³e®NÂ.Òâ½-°Æ³q¿¬®»¸»½ºÂº®J¹
³�°qÃC²¬µJ¼c³e®NÂl×qÉÌÊÌ¿º®:¼�¯¬¯¬°q½�Ú�¶�¸A¼ ³q¶u½-² ®}°q°q½�°ÌµN¼c²'ÀC®ì±q¿º½gÜÆ²ð³q½
Ài®ÎÀi½�Ã¬²¬Â¬®NÂ|m }�²¬²by�vCäVÞ7¹·½�yGvTwDÉ.­%¿º¶·¹u®	³�¿º®	À¬¼ ¹�¼c²Cµ^®^Á�¼c²CÂ�Á
³�°qÃC²¬µJ¼c³e®.¸»®J³�¿º½ºÂ�¶�±	³q¿º®N½�°q®J³q¶·µN¼ ¹·¹uÈ[¼ ³e³�°q¼�µ^³q¶uÐ�®Ï¼c²¬Â�¼c¹·±q½
È�¶·®J¹�Â¬±�®^Ú¬µ^®N¹u¹·®N²-³=¼c¯¬¯C°e½�Úº¶�¸»¼c³e®�¸ì½ºÂº®N¹·±�¶�²í¯C°q¼�µ^³e¶�µ^®�äì¶·³q±
ÃC±e®:¾�½�°7³q¿º®A¸»½�Â¬®J¹uÁD°q®NÂ¬ÃCµ^³e¶·½�²'½c¾V¹·¼�°eÇ�®^Á�±qµN¼ ¹·®�±eÈº±q³e®}¸»±à¿¬¼�±
Ài®J®}²Ï¿¬¼�¸»¯i®N°q®NÂ.À�È�¶·³q±:Å�Ãº¶�µoÍ-¹uÈ�Ç�°q½gÜÌ¶�²ºÇÎµ^½-¸»¯CÃº³q¼c³e¶·½�²¬¼c¹
Â¬®N¸A¼c²¬Â�~ ÊRÜT½�¹·¼�°eÇ�®^Á�±e¶·ÖJ® Ô�È�¼�¯¬Ã¬²º½gÐ�®NÅ�Ã¬¼c³e¶·½�²¬±ì²º®J®}ÂÏ³q½
Ài®Æ±q½c¹·Ðc®NÂHä�¾�½c¹·¹u½gÜ�®NÂìÀ�È�¼à¹�¼c°qÇc®JÁD±q¶uÖN®V®J¶·Çc®}²�Á�Âº®NµJ½�¸A¯C½-±e¶·³e¶·½�²HÉ
ûà²¬®�¼�¯¬¯¬°q½�¼cµo¿"³q½gÜ�¼�°qÂC±�¼cÂCÂ¬°e®}±q±q¶�²ºÇÆ³q¿¬¶·±{¶�±q±�Ãº®�¶·±{³e½7½�Àº³�¼ ¶�²
¹·½gÜRÁ�°q¼�²¬ÍÎ¼c¯C¯¬°e½�Úº¶�¸A¼ ³e®+±q½c¹�Ãº³e¶·½�²C±,³e½Î³�¿º®�¹�¼c°qÇc®JÁD±q¶uÖN®ìÔXÈ�¼ Á
¯CÃ¬²º½gÐ�®NÅ�Ã¬¼c³e¶·½�²¬±NäR¾�½�° ¶·²¬±q³q¼�²¬µ^®�äÌ³q¿º®�ÿqÓÄ¹u³q®N°�²¬¼ ³q®�t7¶�°q®NµoÁ
³q¶u½-²�å�³e®N°�¼ ³q¶u½-²b�ð½�°,Ó�t7å,¼c¯C¯¬°e½-¼cµo¿�m Ô-­�ob{cä�Ô�­�o�o�wLÉ	Ò�­�®
²¬½c³e®R¿º½gÜ�®JÐ�®N°H³�¿¬¼ ³{¶�²,m Ô�­�o�o�wLäg³�¿º®RÓWtàå�³e®}µo¿¬²º¶�Å�Ãº®�¶�±PÃ¬±e®}Â
³q½�æi²CÂÎ¼c²Î¼�¯¬¯¬°q½�Úº¶·¸A¼ ³q®�±e½�¹·Ã¬³e¶·½�²'³e½ ³q¿º®»±eÈº±q³e®N¸ Þà°�¼c¸»¶uÁ
¼�²¬±Náà³�¿º®�°q®N±�Ãº¹·³e¶�²ºÇ ¼�¯¬¯¬°q½�Úº¶·¸A¼ ³q®Î¯¬°q¶·²¬µJ¶·¯C¼ ¹"µ^½�²-³�°e½�¹u¹�¼cÀº¹·®
¼�²¬Â+½-À¬±e®}°eÐg¼�Àº¹u®7±qÃ¬ÀC±q¯¬¼�µ^®}±�¼c°q®Æ³�¿º®N²�ÃC±e®}Â+³e½»¯C®}°s¾�½-°q¸ã³q¿¬®
¸»½ºÂº®N¹ì°q®NÂ¬Ã¬µJ³e¶·½�²läì°q¼c³q¿º®}°	³q¿¬¼�²�À¬¼ ¹�¼c²Cµ^®^Á�¼c²CÂ�ÁL³�°qÃC²¬µJ¼c³e®cÉu×
ÊÌ¿¬®"ÂC°q¼�ÜÆÀ¬¼�µoÍ:½c¾X³�¿º®,ÓWtàåT¼c¯C¯¬°e½-¼cµo¿+¶�±�³q¿º®,°q®NÅ�Ãº¶�°e®}¸»®N²-³
³�¿¬¼ ³?³�¿º®R½�°q¶uÇ�¶·²C¼ ¹º±eÈº±q³e®}¸ ¸A¼ ³q°q¶uÚ:ÀC®Ì³�°e¶�Âº¶�¼ Çc½-²¬¼ ¹·¶·ÖJ®NÂ,æi°q±q³Já
³�¿º¶�±{±q³e®}¯,¶�±XÀi½c³�¿:µ^½-¸A¯¬Ãº³q¼c³e¶·½�²¬¼c¹u¹·È"Âº®N¸A¼c²CÂº¶·²¬Ç7¼c²CÂ�¯C½-±q±q¶uÁ
À¬¹uÈ»²-ÃC¸ì®}°e¶�µJ¼c¹u¹·È,¶·¹u¹uÁDµJ½�²¬Â¬¶u³q¶u½-²º®NÂDm Þ7Ô8yGoºäb��o¬É �¬É �TwDÉXÓ7²º½c³�¿º®N°
¯C°e®NÐ�¼c¹u®}²-³�¼�¯¬¯¬°q½�¼cµo¿ì¾�½-°TÀ¬¼c¹·¼�²¬µ^®JÁD¼�²¬Â�ÁD³q°�Ã¬²¬µN¼ ³e®7¸ì½ºÂº®N¹l°e®JÁ
ÂCÃ¬µ^³q¶u½-²!¶�±à³e½'Ã¬±e®AÑ�°qÈ�¹u½gÐ'±qÃCÀ¬±q¯C¼cµ^®Aµ^½-¸A¯¬Ãº³q¼c³e¶·½�²�¸ì®N³q¿�Á
½ºÂ¬±:³e½	æF°q±q³"æi²¬Â=³�¿º® ¯¬°q¶·²Cµ^¶�¯¬¼ ¹�µJ½�²-³q°q½c¹·¹�¼cÀº¹·®	Òâ½-°,½�À¬±q®N°qÐ-Á
¼�Àº¹·® ×Ì±qÃ¬ÀC±q¯¬¼�µ^®�ä0¯i®N°e¾�½�°�¸þ¼c²	¶�²º¶·³e¶�¼ ¹?¸»½ºÂº®J¹?°q®NÂ¬Ã¬µJ³e¶·½�²ÎÀ-È
¯C°e½cüs®Nµ^³q¶·²¬Çà³�¿º®Æ±q³q¼ ³q®RÐc®NµJ³e½-°X½-²-³e½"³q¿º®Æ¯C°e¶�²¬µ^¶�¯¬¼c¹¬±qÃ¬ÀC±q¯¬¼�µ^®�ä
¼�²¬Â�³q¿º®}²Ë±e½�¹uÐ�®	°e®}Â¬Ã¬µ^®}Â�ÁD½�°�Âº®N°»Ô�È-¼c¯¬ÃC²º½gÐ_®NÅ�Ã¬¼c³e¶·½�²¬±A³q½
¯C°e½ºµ^®N®NÂ'ÜÌ¶·³q¿	À¬¼c¹·¼�²¬µ^¶�²ºÇ�¼�²¬Âð³q°�Ã¬²¬µJ¼c³e¶�²ºÇCáF±e®N®cäC¾�½�°Ì®JÚº¼�¸ìÁ
¯¬¹u®�äHm �cÑCo�vCä_�W�Fo�o�wLäi¼c²¬Â�³q¿º®�°q®^¾�®}°e®}²¬µ^®}±R³q¿º®}°e®N¶·²HÉ



ûàÃ¬°6µJ½�²-³q°q¶�À¬Ãº³e¶·½�²þ¶�±[¼c²)¼ ¹·Çc½-°e¶·³q¿C¸ ¾�½-°6À¬¼c¹·¼�²¬µ^®JÁD¼�²¬Â�Á
³q°�Ã¬²¬µN¼ ³e®þ¸»½ºÂº®J¹%°q®NÂ¬ÃCµ^³e¶·½�²Hä[Ã¬±q¶�²ºÇ�Ñ�°qÈ�¹u½gÐØ¸»®J³�¿º½ºÂ¬±Nä
ÜÆ¿º®N°q®:²º½�Ô�È-¼c¯¬Ã¬²¬½gÐ ®NÅ�Ã¬¼c³e¶·½�²¬±7²º®J®}ÂÎ±q½c¹�Ãº³e¶·½�²lÉàÊÌ¿º®ìÂ¬¶·±eÁ
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Relative approximation error of reduced systems

Standard balanced truncation
Balanced truncation with Arnoldi
Balanced truncation with Lanczos
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Balanced truncation with Lanczos
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relative approximation error of reduced systems

Standard balanced truncation
Balanced truncation with Arnoldi
Balanced truncation with Lanczos
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Standard balanced truncation
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